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Nichtlineare Schalentheorie in konvektiver Beschreibung
mit anisotroper Plastizität
V. Ulbricht, T. Pyttel7 R. John
Ausgehend von den Grundgleichungen des dreidimensionalen Kontinuums wird eine geometrisch
und physikalisch nichtlineare Schalentheorie in konuektiuer Metrik angegeben. Kern des nichtlinearen
Anfangs- Randwertproblems ist ein lineares Randwertproblem fu'r die Geschwindigkeiten. Dieses lineare
Randwertproblem wird mit der Methode der Finiten Elemente gelöst und ist in ein DGL- System
I. Ordnung bezüglich der Zeit eingebettet Anhand von zwei Beispielen wird die Anwendbarkeit des
programmierten Algorithmus auf Probleme mit großen Deformationen unter Berücksichtigung von
elastisch-plastischem‚ anisotropem Materialuerhalten demonstriert.
1 Kinematik des dreidimensionalen Kontinuums
Die Vielfalt der unterschiedlichen Beschreibungsweisen der Kontinuumsmechanik hat ihre Ursache darin,
daß es bei der Wahl der unabhängigen Koordinaten, des Basisvektorensystems sowie der kinetischen und
kinematischen Variablen jeweils mehrere Möglichkeiten gibt. Die klassischen Beschreibungsweisen sind
die Lagrangesche und die Eulersche. Im Rahmen dieses Artikels wird die konvektive Beschreibung vor?
wendet. Sie vereint einfache kinematische Beziehungen mit gut interpretierbaren kinetischen Variablen
Als unabhängige Koordinaten werden die zeitlich konstanten Parameter 9A und die Zeit t verwendet. Im
Gegensatz zu den beiden erstgenannten Beschreibungsweisen sind die Form der Koordinatenlinien) das
Basisvektorensystem und die Metrik zeitlich veränderlich.
Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Bewegung eines materiellen Teilchens, die durch den Ortsvektor
F: erwägen: (1)
beschrieben wird. Zum Zeitpunkt t : 0 ist Fidentisch mit dem die Ausgangskonfiguration kennzeichnen—
den Vektor R. Die Beziehung zwischen den Differentialen dieser Vektoren vermittelt der Deformations—
gradient
dF: F - da (2)
Durch partielle Ableitung des Ortsvektors nach den Parametern W ist das veränderliche Basisvektoren—
svstem
„ a? i9A: fi2m9tt) <3)
definiert Die Differenz zwischen den Vektoren und Fbeschreibt der Verschiebungsvektor ü," woraus
durch die materielle Zeitableitung der Geschwindigkeitsvektor 17 bestimmt wird. Mit Hilfe des eingeführ-
ten Deformationsgradienten kann der Eulersche Verzerrungstensor und der Geschwindigkeitsgradient in
der Form
e:%(I—(F-FT)‘1) L:i‘-F—1:d+w (4)
gebildet werden. Die Beachtung der Festlegungen bezüglich der konvektiven Beschreibung liefert die
folgenden linearen Beziehungen zwischen den Koordinaten der Deformationsgeschwindigkeit d und der
materiellen Zeitableitung der Koordinaten des Eulerschen Verzerrungstensors sowie zwischen den Koor—
dinaten der Deforrnationsgeschwindigkeit und der kovarianten Ableitung der Koordinaten des Geschwin—
digkeitsvektors:
(1M Z 5M dku = (”Ä lu “Wu IA) (5)
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2 Kinetik des dreidimensionalen Kontinuums
Spannungstensoren definieren den Zusammenhang zwischen einem gerichteten Flächenelement und einem
Spannungsvektor. Diese Definition kann in der Referenzkonfiguration‚ in einer beliebigen Zwischenkon—
figuration sowie in der Momentankonfiguration in der Form
_.
(150 z TT .dÄo ds”; = IT . dÄZ (15': UT -dA (6)
erfolgen. Die so festgelegten Tensoren sind der 2. Piola—lx’irchhoffsche Spannungstensor T, der Eulersche
Spannungstensor 0' sowie ein auf die Zwischenkonfiguration bezogener Spannungstensor Durch das
Uberschieben der Gleichgewichtsbedingung und der Randbedingung
_.
ÖZÜ-UT+pf:6 RZfi—a-fizö (7)
mit der virtuellen Geschwindigkeit 517 in der Form
/(\/5Ö)' .5mv+/(ä)' -<WdA:O (8)
v 0,,
und die Anwendung des Green—Gaußschen Integralsatzes entsteht das Variationsprinzip für die Geschwin—
digkeiten
0 = +6Ha
ani— f{ä;5d+1:(L-UT.6LT)}dv 611a:j'(fidA)'-äü+f(pf-ÖU)dV
onV V
Dabei repräsentiert die Größe ('T die Truesdellsche Spannungsgeschwindigkeit.
3 Konstitutive Beziehungen des dreidimensionalen Kontinuums
Um das Variationsprinzip (9) einer Lösung zugänglich zu machen, müssen konstitutive Beziehungen
zwischen der Truesdellschen Spannungsgeschwindigkeit und der Deformationsgeschwindigkeit formuliert
werden. Das Ziel ist ein Deformationsgesetz zur Beschreibung von anisotropem Materialverhalten bei
großen elastisch—plastischen Deformationen. Dazu werden folgende Annahmen getroffen:
o Der Deformationsgradient F wird multiplikativ in einen elastischen und einen plastischen Anteil
zerlegt:
F : Fest (10)
o Dem Kontinuum wird eine Substruktur zugeordnet (Dafalias, 1987), deren Verhalten sich wäh—
rend des elastischen Deformationsanteils mit F5 und Während des plastischen Deforinationsanteils
mit einer reinen Drehung ,3 beschreiben laßt.
Die so definierte Substruktur kann als ein zusätzliches Koordinatensystem verstanden werden, das ausge—
zeichnete Richtungen, z.B. die der Orthotropieachsen,kennzeichnet. Sie ist ein Hilfsmittel zur verbesserten
Beschreibung von anisotropem Materialverhalten. Tensoren werden mit den Basisvektoren EH in der Mo—
mentankonfiguration, mit Ö“ in der Referenzkonfiguration und mit '7“ in der durch die Zerlegung (10)
eingeführten Zwischenkonfiguration dargestellt. Da das Deformationsgesetz in dieser im weiteren mit dem
Fußzeiger z gekennzeichneten Zwischenkonfiguration definiert wird7 sind entsprechende Transformationen
in die Momentankonfiguration nötigt In Analogie zu der Beziehung zwischen Eulerschem und Lagran—
geschem Verzerrungstensor sowie zwischen Cauchyschem und ‘2. Piola—Kirchhoffschen'i Spannungstensor
erfolgen diese Transtrmationen unter VerWendung des elastischen Anteils des Deformationsgradienten
in der Form
E:F€T_E‘F8 I‘:JeFe—I.U.FE—T
190
Die Zeitableitungen werden bezüglich der Referenz der Substruktur nach dem Konzept der Lee— Ablei—
tungen gebildet
@=fi-(,6T-Efl)'-fiT 2=Fe‘T-fi-(fiT‘FeTveFe-fi)’fiT-Fe‘l <12)
Den Ausgangspunkt für die Definition eines elastischen Teildeformationsgesetzes bildet die elastische
Ergänzungsenergie Sie ist eine Funktion des auf die Zwischenkonfiguration bezogenen Spannungs—
tensors und eines Satzes von Strukturtensoren Durch die partielle Differentiation
e am? e) Ü
1:3 I P2 (10)
wird der elastische Anteil des Verzerrungstensors festgelegt. Den plastischen Deforrnationsanteil defi—
niert die Fließbedingung
12(7le 6x) I 0 (14)
und das Fließgesetz
9P = A WM) W = A WM) <15)2 z
in der Zwischenkonfiguration. Die Größe WP dient zur Beschreibung der Eigenschaften des Verhaltens
der Substruktur. Mit ihr ist die Entwicklung des Drehtensors ß bestimmt. Das Verfestigungsgesetz
A A
QZÄN'FA) (16)
stellt die Gleichungen für die Veränderung der Strukturtensoren bereit Bevor die Beziehung
d : de + dp (17)
für den Aufbau des elastisch—plastischen Deforniationsgesetzes genutzt werden kann. ist eine Transforma—
tion der auf die Zwischenkonfiguration bezogenen Größen in die Momentankonfiguration nötig. Die durch
materielle Zeitableitung der Fließbedingung entstehende Konsistenzbedingung erlaubt die Bestimmung
des skalaren Belastungsfaktors Ä in Abhängigkeit von der Deformationsgeschwindigkeit. Damit stehen
alle Gleichungen bereit, so daß das gesuchte Deformationsgesetz als tensorlineare Beziehung in der Form
ä:c;d (18)
angegeben werden kann.
4 Kinematik der Schale
Es wird die Normalenhypothese vorausgesetzt. Damit erfolgt die Darstellung des Ortsvektors des Scha—
lenraumes F durch den der Schalenmittelfiache 77 und den auf der Schalenmittelflache stehenden Nor—
maleneinheitsvektor 7—17 in der Form
r: 7;+€3h‚fi:F(6Ä1t) (19)
Diese additive Zerlegung in Größen, die in der Schalenmittelflache liegen und Größen, die senkrecht dazu
stehen. ist für die weitere Schalentheorie grundlegend. Entsprechend dem Vorgehen beim dreidimensioe
nalen Kontinuum werden ausgehend von dem Ortsvektor (19) die Basisvektoren des Schalenraumes
50, : ad + 93%),“ gig : In? (20)
und der Geschwindigkeitsvektor
a) (21)
bestimmt. Dabei sind da die Basisvektoren der Schalenmittelfiäche, die Geschwindigkeit der Scha—
lenmittelfiäche und L3 die materielle Zeitableitung des Normaleneinheitsvektors. Mit Hilfe der linearen
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Beziehung (5b) folgen ausgehend Von der Gleichung (21) und mit Vernachlässigung von Gliedern, die
die Größenordnung des Produktes aus Dickenänderung und Krümmung besitzen, die Deformationng—
schwindigkeiten der Schale
1 ‚ ‚ _. „ Odag» = 5 {(5202 + 5303) [w + 63476] + Mm W) }
1 .
dag : 193 [WM] (12)
C133 2 12h,
Da vereinbarungsgemäß der Vektor n7 senkrecht auf der Schalenmittelflache steht, ist durch die materielle
Zeitableitung der Beziehung (Ya ~ 77 : 0 die Geschwindigkeitsforniulierung der Zwangsbedingung
ll
0: -n‚+ (23)
gegeben.
5 Kinetik der Schale
Die resultierenden Schnittgrößen der Schale werden durch die Integration der entsprechenden Spannungs-
koordinaten über die Koordinate in Dickenrichtung der Schale in der Form
+93+ +65+
maß : / fiUOWSg ([63 maß : / \/EUCW53 936193 (24)
a a,
_93- —€Ö—
definiert. Analog zu den Koordinaten der Truesdellschen Spannungsgeschwindigkeit existieren zugeord—
nete objektive Schnittgrößengeschwindigkeiten:
1
hfi
Durch die Elimination der für eine zweidimensionale Kontinuumstheorie unzulässigen Größen kann aus—
gehend von dem Variationsprinzip für die Geschwindigkeiten des dreidimensionalen Kontinuums (9) das
Variationsprinzip für die Schale
/’ 1 ‚ ~ ‚ ‚ ‚7W z Tim wir + namde 711W (h‚\/ä maß)‘ + mmcfißdöW (25)
CL Ü
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hergeleitet werden (Ulbricht, 1986). Die Zwangsbedingung wurde dabei mittels eines Lagrangesehen Mul—
tiplikators7 der zur Berechnung der Querkraft. genutzt werden kann7 in das Variationsprinzip eingeführt.
Bezüglich der äußeren Anteile 011a sei erwähnt. daß diese sich sehr übersichtlich in der symbolischen
Schreibweise angeben lassen Die hier gewählte Koordinatendarstellung stellt eine Beschränkung auf
raumfeste Randkräfte und körperfeste Randmomente dar
6 Konstitutive Beziehungen der Schale
Die konstitutiven Beziehungen des dreidimensionalen Kontinuums (18) werden ausgehend von den An—
nahmen
}33 = o da3 : o (133 2 13h (27)
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für den Fall des ebenen Spannungszustandes modifiziert. Alle konstitutiven Ansätze folgen dem Konzept
isotroper Tensorfunktioncn. Ein Ansatz für die Beschreibung von elastisch isotropem Materialverhalten
kann mit der in quadratischen Beziehung
(zu?) z d0 Ir;2 + d1 (1:?)2 (‘28)
angegeben werden. Die Ausführung der partiellen Differentiation (13) und die Einarbeitung der Annah—
men bezüglich der 3—Richtung ermöglicht die Bestimmung der Koordinaten des elastischen Anteils des
Verzerrungstensors in der betrachteten Ebene
.252 = p: [do (Van/m + 75mm) + MWMW] TM und mit : Pz “1733 WIM (29)
senkrecht dazu. Die Größen 7w sind die lVletrikkoeflizienten der Zwischenkonfiguration. Die Beschreibung
von kinernatisch und isotrop verfestigendem Material gelingt mit dem Spannungsdeviator sowie den
Strukturtensoren g und 5173 über den Ansatz
3 2 ..MSnguslßl = 5 (s — aus — a) — man
3 a fi ä ä 3% 33 2 2 (30)
Z 5 7a77ß6(5a" - 0/0 )(é’ l M 9' W) + 7337330?" - 94 ) ~ UMS?)
Ausgehend von der assoziierten Fließregel läßt sich die plastische Deformationsgeschwindigkeit durch
partielle Differentiation der Fließbedingung in der Form
A 8.fz(§7995£)
D29 :z a?
(31)
12213 = Ä 3 7a3’7’l35(56’l - 9‘”) 1233 = A 3133 733 (€33 — 933)
bestin’n’nen. Für die plastische \Vinkelgeschwindigkeit WP wird unter Beachtung der Regel der Äqui—
pra'senz der einfachste lineare Ansatz
WP :Ac11a-T~T-a) ‚„ z „ 6 z z 6 V. (32)
Wig Z Ä ‘31 (7069 “We — WM?” 765) W53 Z 0
gewählt. Die Verfestigungsgesetze liefern die Entwicklungsgleichungen der Strukturtensoren g und
Der lineare Ansatz
E} ’= M1931 + b} g + big?) (33')
kann durch eine entsprechende Wahl der Koeffizientenfunktionen an das Verfestigungsgesetz nach
Prager
= was WWW”) — Wag“ — Mag“ (34)
(333 Z M193 73357313733) _ US$933 _ Lp339,33
angepaßt werden. Die Beziehung
£5 = A 2 aus. g.) (35)
basiert auf der plastischen Deformationsleistung.
Den Zugang zu der Beschreibung plastisch orthotropen Materialverhaltens liefern die Strukturtensoren
zweiter Stufe A und . Die in der symbolischen Schreibweise angegebenen Ansätze (John> 1996) für die
Fließbedingung und die plastische \Vinkelgeschwindigkeit lassen sich nach Einarbeitung der Annahmen
(27) in der Form
fz = a4 {ameIfiaélmlw — 1/2(‘z41a,6?5041v6$6'y + 1:12crßjzjßaälE’yäIö’y)}
— <15 {1/2(1§1Qg?’6“41y5?‘w} * as {1/2(42a‚effin?:lm:fhl
+ “7 Magma/6?“-x:1maIß“4mIM} + “8 {Ömßifßwagh‘42aßfßa42wöIöll
- 0%(65)
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angeben. Die Koordinaten der Strukturtensoren werden mit den die Substruktur kennzeichnenden Ba—
sisvektoren é} : ß’fifi’p zu
1}:- I ééwiflu = 5(k)§(k) Z ß“(k)ß”(kfifiu (38)s
bestimmt.
Für die Einbeziehung der konstitutiven Beziehungen in die Variationsgleichung (26) werden zunächst
die objektiven Schnittgrößengeschwindigkeiten (‘25) durch die Koordinaten der Truesdellschen Span-
nungsgeschwindigkeit dargestellt. Die Einarbeitung der für den ebenen Spannungszustand modifizierten
Beziehung (18) liefert die Zusammenhänge zwischen den Schnittgrößengeschwindigkeiten und den De—
formationsgeschwindigkeiten der Schale
va a 6 a 6
n ß : Auf? 46“) +140?)Y €167
‚W z .43?th + Agiiöcja.
(39>
Die Größen 143576 werden als Schalensteifigkeiten bezeichnet.
7 Numerische Verfahren
Das Kernstück des nichtlinearen Anfangs-Randwertproblems ist ein lineares Randwertproblem für die
Verschiebungsgeschwindigkeitsfelder. Die Diskretisierung dieser Randwertaufgabe, die in Form einer Va-
riationsgleichung vorliegt, kann vorteilhaft mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente erfolgen. Sind
wie im vorliegenden Fall alle das Feldproblem charakterisierenden Gleichungen in Abhängigkeit von den
krummlinigen Parametern 9a formuliert, so liegt es nahe, das klassische Konzept zu verwenden (Har—
te u.a.‚ 1986). Hierbei werden die Ansatzfunktionen unmittelbar auf den krummlinigen Koordinaten
definiert, Die exakte Erfassung der Schalengeometrie steht als wesentlicher Vorteil einer nur näherungsw
weiSen Beschreibung von Starrkörperbewegungen entgegen. In Abhängigkeit von der zu behandelnden
Randwertaufgabe existieren unterschiedliche Stetigkeitsforderungen an die Ansatzfunktionen. Wird die
aus der Normalenhypothese folgende Zwangsbedingung mit der Lagrangeschen Multiplikatormethode
im Variationsprinzip berücksichtigt7 so ist die Forderung von Cn — Stetigkeit für die Ableitung der Ele—
mentbeziehungen hinreichend. Dieser Forderung genügen Lagrangepolynome, die im weiteren benutzt
werden. Letztlich ist es möglich, entweder viele kleine Elemente zu verwenden, deren lnterpolationspo-
lynome einen niedrigen Grad besitzen oder wenige große Elemente mit einem hohen Polynomgrad. [m
Rahmen der vorliegenden Arbeit wird die zweite Variante bevorzugt.
 
Bild 1. Geometrie und Belastung der beiden Beispiele
Die Aufbereitung der Elementsteifigkeitsbeziehung folgt dem Konzept der Verschiebiingsgrößenn‘iethode.
i . . j . i * . x
Mit der die Lagrangepolynon’ie beinhaltenden l‘unktionsniatrix M und den zugeordneten Freiwerten v
stellt
1k
v : Mv (40}
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die diskrete Forn‘iulierung für die in der Spaltenmatrix V eingeordneten Koordinaten des Geschwindig—
keitsvektors der Schalenmittelfiäche 17 und des Vektors 13 dar. Damit kann die Beziehung (26) lI1 die
algebraisierte Variationsgleichung
0:5$T{M Am; dA+ ACÖ+aCdS (41)/1 1 C/1 1
iiberfiil’irt werden‚ ans der nach Ausführen der Integration ein lineares Gleichungssystem für die kinema-
tischen Freiwerte f1 abgeleitet wird. Für die numerische Behandlung des nichtlinearen Anfangswertpro-
blems wird das Runge—Kutta—Verfahren zweiter Ordnung verwendet. Ausgehend von einem bekannten
Zustand zo zur Zeit to wird der neue Zustand z zur Zeit t mit Hilfe von Zuwächsen bestimmt. Die
Berechnung dieser Zuwächse erfolgt auf der Grundlage der Geschwindigkeitslösung des linearen Rand—
wertproblems.
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Bild ‘21 Verformte Struktur bei orthotropern und Spannungs- Dehnungsverlauf bei nichtorthotropem
Material (1. Beispiel)
8 Beispiele
Materialkennwerte: Elastizitätsmodul E : 1.6 ~ 10300 i
Querkontraktionszahl l/ : 0.3
isotrope Verfestigung Ufa : 217900
81: 62 Z 63 Z
kinematische Verfestigung c1 : 0.0
()1 = 0.0 [)2 : 0.0 b3 : 6.0
kubische Orthotropie Cg : 1.3 500 : 30°
(L4 2 -1. C15 Z -1. (15 Z —1.
(1.7 : 2/3 (1.8 = 2/3
Geometrie: Länge l : 100h0
Breite b I
Dicke h : 25/10
Belastung: Linienlast qm. z (To =1: [10* Lastfaktor
Randbedingungen: Festhaltung der Verschiebungsfreiheitsgrade entsprechend Bild 1
numerisches Modell: ein Makroelement mit 5X5 Knoten
Tabelle 1. Parameter des ersten Beispiels
Anhand des ersten Beispiels werden die Möglichkeiten der vorgestellten Theorie in bezug auf die Berückw
sichtigung von anisotropem Materialverhalten geZeigt. Plastische Orthotropie vorausgesetzt, reagiert die
im Bild 1 dargestellte Scheibe bei gleichmäßigen: Zug mit einem Schiefstellen der Ränder. Der Spannungs-
Dehnungszusammenhang des Bildes 2 demonstriert das Antwortverhalten bei zyklischer Belastung. Deut;
lich sind die Unterschiede zwischen isotroper und kinematischer Verfestigung zu erkennen Das zweite
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Beispiel zeigt die Anwendung des programmierten Algorithmus auf eine in der Ausgangskonfiguration
einfach gekrümmte und im Verlauf der Deformation doppelt gekrümmte Struktur mit großen elastischen
Deformationen. Zu Vergleichszwecken wurde das FEM—System MARC Verwendet. Eine völlige Uberein—
stimmung der Ergebnisse des mit GFS (Geschwindigkeitsformulierung des Feldproblems der allgemeinen
Schale) gekennzeichneten Programms mit denen von MARC ist nicht möglich. da die implementierten
elastischen Deformationsgesetze nicht identisch sind. Die Bewertung der Konvergenzeigenschaften des
verwendeten 5x5 Knoten Makroelementes erfolgte mittels einer zweiten, auf einem in Umfangsrichtung
verfeinerten Netz basierenden Berechnung. Die Ergebnisse sind im Bild 3 für einen ausgewählten Punkt
dargestellt. Erwähnenswert ist die Tatsache. daß die mit 8 Makroelementen erreichten Resultate sich nur
unwesentlich von denen mit 4 unterscheiden. Dagegen zeigt das System MARC bei der Benutzung von
2x2 Knoten Elementen und einer Netzverfeinerung von 50 auf “200 Elemente noch deutliche Veränderun—
gen im Lösungsverhalten.
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Lastfaktor
Bild Verformte Struktur und Verformung des Punktes A (Beispiel 2)
Materialkennwerte: Elastizitätsmodul E : 1.0 - 10300
Querkontraktionszahl IJ : 0.3
Geometrie: Länge l : 400h0
Radius 7° : “ZOO/71' * h0
Dicke h, : 4h.”
Belastung: Linienlast q; : m) * 110* Lastfaktor ,
Randbedingungen: Festhaltung der Verschiebungsfreiheitsgrade an den Enden des Zylinders
numel‘isches Modell: 1/8 der symmetrischen Struktur — (4 Makroelemente je 5X5 Knoten)
Tabelle ‘2. Parameter des zweiten Beispiels
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